Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
Larecta r interseccion de dos planos de ecuaciones implicitas: x+y—-z=5 y 2x+y-2z=2.

Y larecta s que pasa por los puntos P=(3,10,5) y Q= (5, 12, 6). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,6 puntos)y de larecta s (0,4 puntos).
b) Calcular el punto H interseccionde r y s (0,6 puntos)y el &ngulo @ que determinan r y s (0,4 puntos).
c) Calcular los puntos M y N de larecta r paralos que el drea de cada uno de los tridngulos de vértices

PQM y PQN es 3 unidades de area (1,3 puntos).

Solucion:
Datos del problema:

Xty—z=5 P(310,5)
. S

a) Ecuaciones paramétricas de r y s.
De r, resolver el sistema que la define,

Como

1
= 1-2=-120 x e y incdgnitas principales.

El sistema a resolver serd:

5+z 1
242z 1 S5+7z-2-27 3—z
g Resolviéndolo por Cramer -1 -1 -1
2 2427 2+42z-10-2¢
y= = =8
_1 _1
Las ecuaciones paramétricas de la recta r:
x=-3+41
y=38 AeR
z=4

De s, a partir de los dos puntos conocidos calculamos su vector director,

P(3,10,5) x=3+2u
s luego s:9y=10+2u pueR

- -
V=PQ=(2,2,1) Z=5+,U

b)
Corteentre v y s (H)
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas r y s obtenidas en el apartado anterior,

—3+A=3+2u A-2u=6
8=10+2u - 2u=-2 de la 2* ecuacion u=-1
A=5+u A-u=5

sustituyendo el valor de u en las otras dos ecuaciones,
A=-2(-1)=6 A+2=6 A=4
- -
A-(-1)=5 A+1=5 A=4
Como obtenemos el mismo valor de A en las dos ecuaciones, el sistema tiene solucion. Sustituyendo el valor de 1 en

la recta r o elvalorde p enlarecta s obtendremos el punto H buscado.
Para 2=4, H(-3+4,8,4)=(1,84)

El dngulo que forman las rectas r y s es el dngulo que forman sus vectores directores,



- -
v, (10D y vi(22])

- -
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Luego (V,S]=45°. Por lo que x =45° o a=%rds

Como los puntos M y N pertenecen a la recta r sabemos que serdn de la forma
(-3+4,81) AeR

El triagngulo POM estd determinado por los puntos P, Q y M; calculamos su drea a partir de los vectores que

determinan el tridngulo, por ejemplo, PQ y PM
P(3,10,5)
T :tridngulo PQOM <Q(5,12,6) PQO22,2]) y PM(-6+A4,-2,A-5)
M(-3+1,8,1)
P—)QXPX/[
A = P
i Jj k
poxpM= 2 2 1 l=17 1|4 °? g 20072
= = l _— =
2 a-5 Y6+ a-5 "l-644 -2

-6+4 -2 A-5

=(2A4-1042,-[2A=10—(-A+6)] —4+12-22)=(2A—-8,- A+4,-21+8)

POX PM |=J(2A—8) +(-A+4)* +(—2A+8)" =N4X —324+64+ 1% —8A+16+ 41 —321+64 =

=VIX ~72A+144 =|9(F* —8A+16) =\|9(A-4)* =324

3A—4|
Ap==F—
a3 3|/1—4|_3 S =2 </1—4=2 - A=6
T B T \—4=22 5 =2

Obtenemos dos valores de A, a partir de ellos obtendremos los dos puntos pedidos.
Paral=6 M(3, 8, 6)
Paral=2 N(-1,8, 2)



