Matematicas II Junio 2021

Problema 2. Sea dan los planos 7;: x + y+z=a-1, m:2x+y+az=ay m:x+ay+z=1.
a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a. (4 puntos)
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y 7. (3 puntos)
c) Para a =2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y . (3 puntos)

Solucion:
a) Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.
1 1 1la-1
|
La matriz ampliada de este sistema es: A=|2 1 a| a
|
I a 1! 1

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 1
2 1 a=I1+2a+a-1-d°-2=-a’+3a-2
1 a 1
Resolvemos la ecuacion: —a* +3a—-2=20
-1 3 -2
1 -1 2

-1 2|0 Soluciones: a=1y a=2
-2
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Si a#ly2 — elsistema es compatible y determinado, por lo que los tres planos se cortan en un punto.
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Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A’
=1%0
EnA, ; 522_]:]7&0 —ran(A)=2 y ran(A")=2
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
1 1 0
2 1 I=1+1-1-2=-1#0 — ran(A)=3
1 1 1

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible; por tanto los tres planos no se cortan
en un elemento comiin.

Como mi: x+y+2z=0 y m:x+y+ z =1, estos planos son paralelos {coeficientes de
incognitas iguales y términos independientes distintos}. El menor de orden 2 no nulo de A nos
indica que T, cortaa 7 y 7.

Sia=2,
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A=|2 1 212
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Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",

=1%0
EnA, |1 1 —ran(A=2 y ran(A)=2

=2-1=1+#0

2 1
En A5 a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos:
1 1 1
2 1 2/={C,=C,}=0 — ran(A)=2
1 2 1
Por lo tanto, ran(A) = ran(A°) = 2, luego el sistema es compatible indeterminado (resolvemos dos

incognitas en funcion de otra); por tanto los tres planos se cortan en una recta.

Resumiendo,
Si a #1y 2, los tres planos se cortan en un punto.
Si a =2, los tres planos se cortan en una recta

Si a = 1, los tres planos no se cortan en un elemento comiin. 7y y 7z son paralelos 'y m corta a
ambos.

b)Si a=1, jcorteentre 7wy m3?
T x+y+z=0y m x+y+z=1.

Como los coeficientes de x, y, 7 son iguales y los términos independientes distintos, los dos planos son
paralelos.

Luego, sia =1 no hay recta de corte entre m y 7.

c)Si a=2, jcorteentre m'y 7?

T x+y+z=1y m 2x+y+2z=2.
x+y+z=1 1
2x+y+2z=2 2

Por tanto el sistema tiene solucion. El sistema a resolver es:

El sistema a resolver es: { y

7 =—1#0 {calculado en apartado a) }

{x+y:]—z

2x+y=2-2z2
1-z 1
2-2z 1 1-7z-2+427 -1+
x: = = :]—
—1 —1 —1
1 1-z
2 2-2z71 2-2z-2+42z O
y= = :—:0
-1 -1 -1
x=1-1
Solucion: <y=0 AeR
Z:
x=1-4
Por tanto, sia =2 los planos 7 y 7 se cortan en la recta: \Y =0 Ae R

z=A



